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Целью исследования, представленного в данной статье, является анализ возможных динамических
режимов детерминированной и стохастической модели Лотки–Вольтерры. В зависимости от двух
параметров системы строится карта режимов. Изучаются параметрические зоны существования
устойчивых равновесий, циклов, замкнутых инвариантных кривых, а также хаотических аттракто-
ров. Описываются бифуркации удвоения периода, Неймарка–Саккера и кризиса. Демонстрируется
сложная форма бассейнов притяжения нерегулярных аттракторов (замкнутой инвариантной кривой
и хаоса). Помимо детерминированной системы подробно изучается стохастическая, описывающая
влияние внешнего случайного воздействия. Здесь ключевым является нахождение чувствительности
таких сложных аттракторов, как замкнутая инвариантная кривая и хаос. В случае хаоса дан алгоритм
нахождения критических линий, описывающих границу хаотического аттрактора. Опираясь на най-
денную функцию стохастической чувствительности, строятся доверительные полосы, позволяющие
описать разброс случайных состояний вокруг детерминированного аттрактора.
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Введение
В настоящее время изучение систем, описывающих поведение взаимодействующих по-
пуляций, привлекает внимание многих исследователей. Существует множество моделей,
учитывающих различные факторы взаимодействия, такие как совместная охота, разделе-
ние популяции по полу или возрасту [1–5]. А также традиционно используются различные
функции для описания взаимодействия популяции жертв и хищников (функции Холлинга
различного типа) [6]. В моделях с дискретным временем даже на первый взгляд простей-
ший вид нелинейности приводит к возникновению различных сложных режимов динами-
ки [7–9]. Здесь главным инструментом становится математическая теория бифуркаций как
аттракторов, так и их бассейнов [10].
Однако существование живых систем невозможно без влияния на их деятельность раз-
личных факторов, обладающих случайной природой. Случайные составляющие чаще все-
го подразделяют на внешние факторы (аддитивный шум) и внутренние (параметрический
шум) [11–13]. И здесь помимо методов прямого численного моделирования и эмпирическо-
го анализа вероятностных характеристик полезным является метод функции стохастической
чувствительности и связанный с ней метод доверительных областей. Данный метод широко
применяется для описания различных индуцированных шумом феноменов [14–19].
Целью данного исследования является анализ возможных режимов, в первую очередь,
детерминированной модели Лотки–Вольтерры с дискретным временем в зависимости от
параметров системы. Ранее в работах [7, 8, 22] проводился параметрический анализ суще-
ствования и устойчивости равновесий данной модели с построением однопараметрических
бифуркационных диаграмм и примеров фазовых портретов. В работе [22] помимо этого
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найдены условия для возникновения Флип бифуркации и Неймарка–Саккера, а также опи-
сывается метод управления хаосом. В нашей работе главный акцент исследований делает-
ся на изучении замкнутых инвариантных кривых и хаотических аттракторов. Мы демон-
стрируем бифуркационный сценарий на двупараметрической карте режимов и показываем
сложную структуру бассейнов притяжения аттракторов.
Наряду с детерминированной системой в данной работе мы подробно изучаем стоха-
стическую, описывающую влияние внешнего случайного воздействия. Ранее данная мо-
дель не изучалась в стохастической интерпретации. Здесь, опираясь на технику функции
стохастической чувствительности [20, 21], мы приводим анализ разброса случайных со-
стояний. Новизной данной работы является применение метода функции стохастической
чувствительности в анализе отклика квазиперодического (замкнутой инвариантной кривой)
и хаотического аттракторов на вносимые случайные возмущения.
§ 1. Детерминированная модель
В данной работе рассматривается модель динамики популяции [22], заданная следую-
щим двумерным отображением:{
xn+1 = αxn(1− xn)− bxnyn,
yn+1 = −cyn + dxnyn,
(1)
где xn — плотность численности жертв, yn — плотность численности хищников (исходя
из биологического смысла xn > 0 и yn > 0), α, b, c и d — положительные бифуркацион-
ные параметры системы. Для последующего исследования модели зафиксируем значения
параметров b = 1 и c = 0.2.
Данная модель (1) имеет три равновесия:
M0(0; 0), M1
(
α− 1
α
; 0
)
, M2
(
c+ 1
d
;
α(d− 1− c)− d
bd
)
.
На рис. 1 изображены зоны устойчивости равновесий системы (1) в плоскости парамет-
ров α и d. Также красным (синим), черным, зеленым и пурпурным построены бифуркаци-
онные кривые Транскритическая, Неймарка–Саккера, Флип и Удвоения периода, соответ-
ственно1.
В зонах параметра, где равновесия являются неустойчивыми, наблюдаются различные
режимы — периодические (циклы всевозможных периодов), квазипериодические (замкну-
тые инвариантные кривые) и хаотические.
На рис. 2 разными цветами представлены различные динамические режимы данной си-
стемы. Оттенками зеленого показаны области устойчивых равновесий, синий цвет соответ-
ствует зоне параметров, где динамика системы расходится, остальными цветами показаны
циклы разных периодов до 17. Белые зоны на диаграмме отвечают циклам периодов выше,
чем 17, замкнутым инвариантным кривым или хаотическим аттракторам. Видно, что в за-
висимости от сочетания бифуркационных параметров реализуются два бифуркационных
сценария. Первый, соответствующий зоне параметров α > 3 и d < 2, представляет собой
классический каскад бифуркации удвоения периода. Второй, соответствующий зоне пара-
метров α > 1.5 и d > 2, — бифуркации Неймарка–Саккера (рождение замкнутых инвари-
антных кривых) с возникновением зон периодических режимов (языки Арнольда). Сравним
более детально эти две зоны параметров.
На рис. 3 для двух значений параметра d изображены бифуркационные диаграммы (се-
рый цвет), старший показатель Ляпунова (синий цвет) и младший показатель (красный).
1Доказательство результата по устойчивости равновесий и возникновению бифуркаций приведено в [22].
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Рис. 1. Параметрические зоны устойчивости равновесий системы (1).
Здесь Транскритическая (красная): d = α(1+c)
α−1
, Флип: d = α(1+c)(3+c)
3+α+c(α−1)
, Неймарк–Саккер:
d = α(2+c)
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Рис. 2. Карта режимов системы (1)
Показатель Ляпунова позволяет определять, является ли поведение системы регулярным
или хаотичным. Области изменения параметра α, где график показателя отрицательный,
соответствуют регулярному аттрактору, а положительные области — хаотическому аттрак-
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тору. В точках бифуркаций показатель Ляпунова равен нулю.
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Рис. 3. Показатели Ляпунова при: а) d = 3.3; б) d = 1
На рис. 4 показана бифуркационная диаграмма при изменении параметра α для фикси-
рованного значения параметра d = 3.3. При 0 < α < 3 аттрактором системы всегда является
одно из равновесий — M0 (при 0 < α 6 1), M1 (при 1 < α 6 1.6) и M2 (при 1.6 < α 6 3).
Далее в области 3 < α 6 3.6 наблюдается замкнутая инвариантная кривая. Затем в зоне
3.6 < α 6 3.9 возникает цикл периода 5 со своим каскадом бифуркации удвоения пери-
ода, который сменяется хаотическим аттрактором при α > 3.9. Легко заметить, что, если
значение бифуркационного параметра α > 1.6, то в системе возможно сосуществование
популяции жертв и хищников.
x
α
y
α0
0
0
0
0.5
1
1
1
1
2
2
2
3
3
4
4
Рис. 4. Бифуркационная диаграмма для d = 3.3
Рис. 5 представляет бифуркационную диаграмму при изменении параметра α для фик-
сированного значения параметра d = 1. В этом случае поведение жертв соответствует ло-
гистическому отображению. Аналогично рис. 4 при 0 < α < 3 аттрактором системы всегда
является равновесие. Затем происходит каскад бифуркаций удвоения периода, который в ко-
нечном итоге приводит систему к хаотическому режиму. Стоит заметить, что в отличие от
случая d = 3.3 при данном значении параметра d хищники не имеют шанса на выживание,
и существует только популяция жертв.
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Рис. 5. Бифуркационная диаграмма для d = 1
На рис. 6 представлены примеры аттракторов системы (1) со своими бассейнами притя-
жения. Синим цветом изображен сам аттрактор, серый цвет соответствует точкам системы,
с которых запущенный итерационный процесс сходится на бесконечность, то есть расхо-
дится. Бирюзовый цвет отвечает за область точек, итерационный процесс которых сходится
на аттрактор — замкнутая инвариантная кривая в случае а) или хаос, изображенный в слу-
чае б). Ромб красного цвета — равновесие M1. Синяя выколотая точка — равновесие M2.
Черная звезда в начале координат — равновесие M0. Видно, что при увеличении параметра
α изменяется не только вид аттрактора, но и его бассейн притяжения.
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Рис. 6. Бассейны притяжения при d = 3.3 для: а) ЗИКа при α = 3.1; б) хаоса при α = 4
§ 2. Стохастическая модель
В данном разделе описывается стохастический вариант модели (1), учитывающий вли-
яние внешнего случайного шума:
{
xn+1 = αxn(1− xn)− bxnyn + εξn,1,
yn+1 = −cyn + dxnyn + εξn,2,
(2)
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где ε — интенсивность шума, ξn — двумерный не коррелированный случайный процесс,
распределенный по нормальному закону с параметрами Eξn = 0, Eξnξ
T
n = I , Eξnξ
T
k = 0
(n 6= k).
На рис. 7 изображены случайные состояния системы (2) под действием аддитивного шу-
ма для разной интенсивности. При увеличении интенсивности шума (смотри 7, б) разброс
случайных состояний увеличивается, а также размывается структура циклов, и сливаются
границы внутри хаотического аттрактора.
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Рис. 7. Стохастические диаграммы при d = 3.3 для: а) ε = 0.001; б) ε = 0.01
Далее в работе на основе техники функции стохастической чувствительности приводит-
ся изучение разброса случайных состояний вокруг аттракторов детерминированной систе-
мы (замкнутой инвариантной кривой [20] и хаоса [21]).
§ 2.1. Стохастическая чувствительность замкнутой инвариантной кривой
Пуcть детерминированная система записана в общем виде
xt+1 = f(xt, yt),
yt+1 = g(xt, yt)
(3)
и имеет экспоненциально устойчивую гладкую замкнутую инвариантную кривую (ЗИК) Γ.
Зафиксируем произвольную точку (x, y) ∈ Γ и рассмотрим решение системы с начальным
условием (x1, y1) = (x, y). В силу квазипериодичности замкнутой инвариантной кривой,
точки решения лежат всюду плотно. Это значит, что для любого δ > 0 найдется такое k,
что выполняется условие ρ((xk+1, yk+1) − (x1, y1)) < δ (здесь ρ — выбранная метрика).
Поэтому можно рассматривать набор точек (x1, y1), . . . , (xk, yk) как элементы цикла пери-
ода k, являющийся δ-аппроксимацией исходной замкнутой инвариантной кривой Γ. Для
каждой точки (xi, yi) этой δ-аппроксимации можно найти матрицу чувствительности Mi,
которая дает приближение ε2Mi для ковариационной матрицы стационарного вероятност-
ного распределения состояний стохастической системы в ортогональной к точке (xi, yi)
гиперплоскости Πi.
У т в е р ж д е н и е 1. 2 Матрица для первого элемента δ-аппроксимацией замкнутой
инвариантной кривой Γ является решением следующего уравнения:
M1 = P1
[
ΦM1Φ
T +Q
]
P1,
где Pt — это матрица проекций на гиперплоскость Πt, Φ = FkPkFk−1 · · ·P2F1, Q = Q
(k) и
2Доказательство данного утверждения приведено в [20].
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Ft =
(
f ′x(xt, yt) f
′
y(xt, yt)
g′x(xt, yt) g
′
y(xt, yt)
)
.
Матрица Q(k) может быть найдена реккурентно:
Q(0) = 0,
Q(j) = Pj−1
[
FjQ
(j−1)F Tj +Gj
]
Pj+1(j = 1, . . . , k − 1),
Q(k) = FkQ
(k−1)F Tk +Gk.
Здесь Gj — матрица вносимого шума, для случая аддитивного шума это единичная мат-
рица (j = 1, . . . , k).
Матрицы M2, . . . ,Mk для остальных элементов находятся по следующей формуле:
Mt+1 = Pt+1
[
FtMtF
T
t +Gt
]
Pt+1.
В нашем случае двумерной системы выполняется равенство M1 = µ1p1p
T
1 , где p1 =
= p1(x1, y1) — это ортонормированный вектор к Γ в точке (x1, y1), и значение функции
стохастической чувствительности µ1 ищется по формуле:
µ1 =
pT1Qp1
1− (pT1Φp1)
2
.
Значения функции стохастической чувствительности µ2, . . . , µk для последующих эле-
ментов являются максимальными собственными значениями матриц M2, . . . , Mk.
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Рис. 8. Зависимость ФСЧ от угла φ для α = 3.1
На рис. 8 показано изменение ФСЧ µ в случае ЗИК (α = 3.1) в зависимости от уг-
ла φ — угла между вектором, проведенным параллельно оси Ox из точки начала координат,
и вектором, проведенным из начала координат к точке (xi, yi). В данном случае центром
координат является равновесие M2.
Для описания разброса вдоль замкнутой инвариантной кривой в каждой его точке можно
построить доверительный интервал по правилу трех-сигма, опираясь на функцию стохасти-
ческой чувствительности, следующим образом:
x = x± 3ε
√
µ(x, y)p1(x, y),
y = y ± 3ε
√
µ(x, y)p2(x, y),
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где µ(x, y) — значение функции стохастической чувствительности в точке (x, y) и p =
= (p1(x, y) p2(x, y))⊤ — ортонормированный вектор к Γ в точке (x, y). Построенные та-
ким образом интервалы в каждой точке образуют доверительную полосу вдоль замкнутой
инвариантной кривой.
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Рис. 9. Доверительные полосы при α = 3.1 и d = 3.3 для: а) ε = 0.0005; б) ε = 0.001
На рис. 9 для системы (2) представлены доверительные полосы (зеленый цвет) вокруг
замкнутой инвариантной кривой (α = 3.1 и d = 3.3) при двух различных значениях интен-
сивности шума: ε = 0.0005 (случай а) и ε = 0.001 (случай б). Серым цветом изображены
случайные состояния системы. Видно, что чем больше значение интенсивности шума, тем
шире полоса. Также легко заметить, что доверительные полосы хорошо описывают распре-
деление случайных состояний стохастической модели, отражая зоны замкнутой инвариант-
ной кривой более или менее чувствительные к вносимому шуму.
§ 2.2. Стохастическая чувствительность хаотического аттрактора
Аналогично, используя метод функции стохастической чувствительности, можно оце-
нить распределение точек стохастической системы (2) в случае, когда аттрактором системы
является хаотический аттрактор A. Чтобы это сделать, нужно, во-первых, определить гра-
ницу хаотического аттрактора, а во-вторых, оценить разброс случайных состояний системы,
выходящих за данную границу.
Для начала опишем границу хаоса. Это делается с помощью теории критических линий
[23, 24]. Нахождение границы представлено следующим алгоритмом.
Пусть l — линия такая, что l = {(x−1, y−1)| detF (x−1, y−1) = 0}, где
F (x, y) =
(
f ′x(x, y) f
′
y(x, y)
g′x(x, y) g
′
y(x, y)
)
.
Обозначим LC−1 = l ∩A. Отображение (3) переводит LC−1 в следующую критическую
линию
LC = {(x•, y•)|x• = f(x−1, y−1), y• = g(x−1, y−1), (x−1, y−1) ∈ LC−1}.
Далее таким же образом можно построить следующие критические линии
LC1 = {(x1, y1)|x1 = f(x•, y•), y1 = g(x•, y•), (x•, y•) ∈ LC},
LC2 = {(x2, y2)|x2 = f(x1, y1), y2 = g(x1, y1), (x1, y1) ∈ LC1},
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и так далее. Особенность критических линий заключается в том, что, замыкаясь, они об-
разуют внутри абсорбирующую область — это область, в которой реализуется динамика
системы: какой бы ни была начальная точка, через конечный момент времени состояние си-
стемы попадет в эту область и никогда ее не покинет. Поэтому граница всего хаотического
аттрактора A формируется данными критическими кривыми. Другими словами, состояние
(xt, yt) детерминированного хаоса локализуется на границе LC, если прообраз (xt−1, yt−1)
принадлежит LC−1. Тогда последующие состояния (xt+1, yt+1), (xt+2, yt+2), . . . принадлежат
LC1, LC2, . . . соответственно.
y
x
0.6
0.60.3
1.2
1.8
LC−1
LC
LC1
LC2
LC3
LC4
Рис. 10. Критические линии для хаоса при α = 4 и d = 3.3
На рис. 10 для системы (1) серым цветом представлен детерминированный хаос (α = 4
и d = 3.3), а красным цветом показаны критические линии {LC,LC1, LC2, LC3, LC4}, ко-
торые находятся из LC−1 алгоритмом, описанным выше. Таким образом, данный пример
иллюстрирует результат построения алгоритмом границы хаотического аттрактора.
Далее аналогично случаю замкнутой инвариантной кривой для границ хаотического
аттрактора A можно найти значение функции стохастической чувствительности.
У т в е р ж д е н и е 2. 3 В каждой точке (x•, y•) ∈ LC значения функции стохастиче-
ской чувствительности определяются по формуле:
µ1(x•, y•) = n
⊤(x•, y•)Q(x−1, y−1)n(x•, y•),
где x• = f(x−1, y−1), y• = g(x−1, y−1), n(x•, y•) — ортонормированный вектор к LC в точке
(x•, y•) и Q(x−1, y−1) — матрица вносимого шума (единичная в случае аддитивного шума).
Следующие значения µ2, µ3, . . . функции стохастической чувствительности в точках
(x1, y1) ∈ LC1, (x2, y2) ∈ LC2, . . . находятся рекуррентным образом:
µt+1 = n
T
t+1(FtWtF
T
t +Qt)nt+1,
Wt+1 = µt+1nt+1n
T
t+1, t = 1, 2, . . .
Здесь, W1 = µ1n1n
T
1 является матрицей стохастической чувствительности в точке
(x•, y•) кривой LC. Последующие матрицыW2,W3, . . . характеризуют стохастическую чув-
ствительность границ LC1, LC2, . . . в точках (x1, y1), (x2, y2), . . ..
3Доказательство данного утверждения приведено в [21].
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Стоит отметить, что последовательность nt ортонормированных векторов может быть
найдена с помощью соответствующих касательных векторов qt, которые находятся рекку-
рентно: qt+1 = Ftqt. Здесь q0 — это вектор, касательный к LC−1 в точке (x−1, y−1).
Зная значения µt(xt, yt) границы LCt хаотического аттрактора A, можно построить до-
верительные полосы. Эти полосы состоят из доверительных интервалов, границы которых
в точке (xt, yt) ∈ LCt находятся в соответствии с правилом трех-сигм по формуле:
x = xt ± 3ε
√
µt(xt, yt)n
1(xt, yt),
y = yt ± 3ε
√
µt(xt, yt)n
2(xt, yt),
где (n1(xt, yt) n
2(xt, yt))
⊤ — это ортонормированный вектор к LCt в точке (xt, yt).
На рис. 11 для системы (2) показана внешняя часть доверительной полосы (зеленый
цвет) для хаотического аттрактора (α = 4 и d = 3.3) при разной интенсивности внешнего
воздействия: ε = 0.0005 (случай а) и ε = 0.001 (случай б). Как и на рис. 9 серым цветом
показаны случайные состояния. Красным цветом изображено семейство критических ли-
ний. Важно, что внешняя полоса адекватно описывает распределение случайных состояний
вокруг хаотического аттрактора.
0.6
0.60.2 0.3
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1.8
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x
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Рис. 11. Доверительная внешняя полоса при α = 4 и d = 3.3 для: а) ε = 0.0005;
б) ε = 0.001
Таким образом, в данной работе рассмотрены детерминированный и стохастический
случаи популяционной модели типа «хищник–жертва» с дискретным временем. Изучены
равновесия, их устойчивость и бифуркационные сценарии, представленные картой динами-
ческих режимов. Построены бифуркационные диаграммы и бассейны притяжения изучае-
мых аттракторов. Обнаружено, что не для всех начальных значений плотностей популяций
система может прийти в стационарный режим, возможен также неограниченный рост по-
пуляций. В случае воздействия на систему внешнего шума исследована чувствительность
замкнутой инвариантной кривой и хаотического аттрактора, построены полосы рассеива-
ния, позволяющие описать разброс случайных состояний.
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The aim of the study presented in this article is to analyze the possible dynamic modes of the deterministic
and stochastic Lotka–Volterra model. Depending on the two parameters of the system, a map of regimes
is constructed. Parametric areas of existence of stable equilibria, cycles, closed invariant curves, and
also chaotic attractors are studied. The bifurcations such as the period doubling, Neimark–Sacker and the
crisis are described. The complex shape of the basins of attraction of irregular attractors (closed invariant
curve and chaos) is demonstrated. In addition to the deterministic system, the stochastic system, which
describes the influence of external random influence, is discussed. Here, the key is to find the sensitivity
of such complex attractors as a closed invariant curve and chaos. In the case of chaos, an algorithm to
find critical lines giving the boundary of a chaotic attractor, is described. Based on the found function of
stochastic sensitivity, confidence domains are constructed that allow us to describe the form of random
states around a deterministic attractor.
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